Physikalisches A-Praktikum
Versuch 4
Kreiselprazession
Protokollant: Niklas Bolter Betreuer: Hendrik Schmidt

Mitpraktikant:  Julius Strake Durchgefihrt:  17. 07. 2012
Gruppe: 17 Unterschrift:







Inhaltsverzeichnis

1 inleitung

2_Theoriel
2.1  Drehmoment und Drehimpuls| . . . . . . .. ... .00 0000
2.2 Tragheitsmoment und Winkel| . . . . . ... ... .. ... 0 00
2.3 Der Kreisell . . . . ... ..
A NULAGION .« o o v v v e e e e e e e
RE Prazessionl . . . . . v oo
13 Durchfithrung|
4 Auswertung|
4.1 Tragheitsmoment aus Geometrie| . . . . . . . ... ... ... .......
4.2 Tragheitsmoment aus Pendelschwingung) . . . . . .. ... ... ... ...
4.3 Tragheitsmoment aus Prazession| . . . . . ... ... ... ... ......
4.4 Vergleich der Tragheitsmomente| . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
5 NULAGION . o o v v v e e e e e e e
[6_Diskussionl

10

12



4 2 THEORIE
1 Einleitung

Allgemeine Kreisel sind starre Korper, welche um eine Achse rotieren. Der Kreisel in die-
sem Versuch ist zusétzlich an einem Punkt befestigt, kann aber in allen drei Raumrich-
tungen rotieren. Er eignet sich also hervorragend fiir die Untersuchung von Drehmoment
und Drehimpuls, denn die Kreuzprodukte in den Definitionen dieser physikalischen Gro-
Ben zeigen auf, dass Kréfte und Geschwindigkeiten, welche senkrecht zu der Kreiselachse
liegen, eine wichtige Rolle spielen.

Beim Versuch werden also Prdzession und Nutation des Kreisels untersucht.

2 Theorie

2.1 Drehmoment und Drehimpuls

Bewegt sich ein Koérper mit Ortsvektor r auf einer Trajektorie an einem Punkt & vorbei,
so ergibt sich aus seinem Impuls p und dem Ortsvektor ' = r —x des Korpers beziiglich
des Punkts x der Drehimpuls L

L=7r"xp.

Ein konstanter Drehimpuls bedeutet also, dass sich der Koérper in einer festen Ebene
durch den Punkt & bewegt, welche zum Drehimpuls orthogonal ist. Ein Spezialfall ist
die gleichférmige Kreisbewegung um x, bei der auch die Betrige von p und ' konstant
sind. (Meschede, 2006 S.27)

Andert sich der Drehimpuls jedoch mit der Zeit, so wirkt ein Drehmoment T auf den
Korper, dieses ist wie folgt definiert:

T=1

2.2 Tragheitsmoment und Winkel

Aquivalent zur trigen Masse bei der Translation lisst sich bei Rotationsbewegungen das
Tragheitsmoment J definieren. Rotiert ein Kérper mit der Winkelgeschwindigkeit w um
x, so definiert man:

L=Jw

Die Tragheitsmomente von Koérpern beziiglich einer Drehachse lassen sich durch Inte-
gration bestimmen: (Meschedel 2006, S.74)

J= [ r?’pdV (1)
/

Dabei bezeichnet r» den Abstand vom betrachteten Volumenelement zur Rotationsachse
und p die Dichte des Volumenelementes.
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Fir einen Zylinder, der um eine Achse parallel zu seiner zweizéahligen Symmetrieachse
rotiert, ergibt sich nun zusammen mit dem Satz von Steiner (Vergl. Versuch 3 | Trig-
heitsmoment*):

r 1l 27

JZylindcr = // P(ZZ + (T'/ Sin(@))z) ’ r/ddedr/ + Lﬂji
0

Satz von Steiner

0 0
1 1 1 1
2 2 2 2 2 2., 72
= p7 + + = + + 2
prr (12l 4r> md m<12l i d) (2)

Dabei ist [ die Lange des Zylinders, r sein Radius und d der Abstand der beiden Achsen.

2.3 Der Kreisel

Ein symmetrischer Kreisel ist ein rotationssymmetrischer Kérper, welcher nur an einem
Punkt durch eine seiner Symmetrieachsen befestigt ist. Diese Symmetrieachse wird Fi-
gurenachse genannt. Wird der Kreisel an seinem Schwerpunkt S unterstiitzt, so wirkt
keinerlei dufleres Drehmoment auf ihn, und er wird als momentenfreier Kreisel be-
zeichnet (Meschede, 2006, S. 88). Bei einer gleichformigen Rotation um die Figurenachse
bleibt der Kreisel natiirlich durch die Rotationssymmetrie momentenfrei.

2.4 Nutation

Wirkt ein Drehmoment auf den Kreisel, welches nicht mit der Figurenachse zusammen-
fallt, so stimmen danach die Drehimpulsachse und die Figurenachse nicht mehr tiberein,
und die Figurenachse beginnt um die Impulsachse zu rotieren. Da beide natiirlich weiter-
hin durch den festgehaltenen Punkt S verlaufen miissen, bewegt sich die Figurenachse
insgesamt auf einem Kegel, dessen Spitze mit S zusammenféllt. Dieser Kegel wird Nu-
tationskegel genannt, der gesamte Vorgang Nutation (Meschedel 2006, S.89).

Die wahrend der Nutation wirksamen Drehimpulse und Winkelgeschwindigkeiten lassen

sich in eine Komponente parallel zur Figurenachse (Lr,wr), und in eine Komponente

senkrecht dazu (L ,w, ) zerlegen. Fiir diese Achsen gelten im Allgemeinen verschiedene

Trégheitsmomente:

LF = JFwF (3)

LJ_ = JJ_CVU_- (4)

Die Figurenachse schliesst auf dem Nutationskegel einen Winkel von 6 mit dem Dre-

himpuls (und damit wy) ein. (Abb.[1)) Mit dem Offnungswinkel 26 des Nutationskegels
gilt nun fiir die Nutationsfrequenz wy (Paus| 2007, S. 105):

wy = |wn|sin(). (5)

Da aber Ly die Projektion von L auf die Figurenachse ist, gilt aulerdem:

Ly = |L|cos(8) (6)
L, =|L|sin(6). (7
Einsetzen ergibt nun:
® wi. @ L. @ |L| Ly @ Jrwr
on) @ 2 B e 2 ®)

~osin(@)  Jysin(@)  JL cos(9)JL  cos(6)JL
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Abbildung 1: Nutationsfrequenz und Drehimpuls

2.5 Prazession

Versucht man, den Kreisel durch eine duflere Kraft F' senkrecht zur Drehachse zu schwen-
ken, so ergibt sich ein kippendes Drehmoment T' = r x F', dabei ist r der Kraftarm von
S zum Punkt, an dem die Kraft ansetzt. Dann steht aber T' immer orthogonal auf dem
Drehimpuls L, so dass der Drehimpuls, und damit die momentane Drehachse beginnt,
um S zu rotieren. Dieser Vorgang wird Prézession genannt. (Meschede) 2006, S. 89)

Wird die Prézession durch die Schwerkraft verursacht, so gilt fiir die Frequenz, mit der
die Prézessionsbewegung ausgefithrt wird: (Meschede) 2006, S. 90)

mgr

3 Durchfiihrung

Zuerst wird die Geometrie des Kreisels und alle wichtigen Massen bestimmt (Siehe
Abb., danach wird das Zusatzgewicht (m4) an das Rad geschraubt und die Achse
fest eingespannt. Das Rad wird ausgelenkt und die Periode der Schwingung gemessen.

Nun wird die Einspannung entfernt, so dass sich der Kreisel frei drehen kann. Das
Ausgleichsgewicht wird so befestigt, dass der Kreisel nun momentenfrei ist, und der
Abstand zum Aufhidngepunkt I, wird gemessen.

Mit einer Schnur wird der Kreisel in schnelle Rotation versetzt, und ein Zusatzgewicht
eingehéngt. Abwechselnd werden die Rotationsfrequenz des Rades mit einer Lichtschran-
ke und die Prézessionsfrequenz fiir eine halbe Periode mit einer Stoppuhr bestimmt. Der
gleiche Vorgang wird fiir zwei andere Zusatzgewichte wiederholt.

Anschliessend wird der Kreisel wieder in schnelle Rotation versetzt, die Rotationsperiode
gemessen und dann durch einen Stofl in Nutation versetzt. Die Nutationsperiode wird
notiert, ebenso wird der Durchmesser des Kreises, auf dem sich die Stangenspitze bewegt,
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Abbildung 2: Skizze des Versuchsaufbaus mit gemessenen Groflen (Verdndert nach
LP (Prior und Grosse-Knetter])).

abgeschéitztﬂ Danach wird wieder die Rotationsfrequenz gemessen. Diese Messung wird
noch dreimal wiederholt.

4 Auswertung

4.1 Tragheitsmoment aus Geometrie

Mit den gemessenen Groflen und Formel sowie lassen sich nun die Tragheitsmo-
mente beziiglich der Figurenachse Jp und um die vertikale Achse J | berechnerﬂ

TRad le 27

1 1
Jr = /PTQdV = / //pr3d<pdzdr = piraad ! Qﬂr%{adZG = §mRad7ﬂ12Kad
0O 0 O 1%

2

1 2

g TR0 + (MRad"RadOTRad)
Jr Rad9mRad Rad"Rad07TRad

2

J1 = Jscheibe + JStange + JGegengewicht

— /52 2 3
oJ| = \/GJscheibe + GJStax]ge + UJGegengewicllt

Als Ergebnisse fiir die Tragheitsmomente ergeben sich damit:

IDies ermoglicht spéter in der Auswertung eine genauere Fehlerabschitzung.
2Die Formeln fiir Jycheibes Jstange, JGegengewicht sind eher uniibersichtlich und folgen direkt aus ,
und befinden sich deshalb im Anhang 1.
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Jp = (99.3+£0.4) - 10~* kg m?
Ji = (595 +13) - 10 * kgm?.

4.2 Tragheitsmoment aus Pendelschwingung

Genau wie im Versuch 3 - | Tragheitsmoment“ wird nun aus der Periodendauer des phy-
sikalischen Pendels das Tragheitsmoment berechnet. Dabei muss das zusétzliche Trég-
heitsmoment des Zusatzgewichts natiirlich abgezogen werden.

T = QW\/JF + JZusatzgewiCht

gMm4TRad

T — 9T myrRad
F 472

gT'm4TRaq 2 o 2 T2gmyoy, 2
OJp = TUT + JF ma + T — 2m47nRad0rRad

Mit dieser Methode ergibt sich nun:

2
— MA4TRad

| Jp = (101 +4) - 10 kgm?|

4.3 Tragheitsmoment aus Prizession

Auch aus der Prézessionsfrequenz kann das Tragheitsmoment bestimmt werden, denn
Umstellen von Formel @ liefert:

l
Jp = gmia
Wrwp
gmoy, 2 gomla 2 gml20pwpe 2
OJp = — ] + + 5
WFWP WFWp (wpwp)

Also gilt insbesondere fir ein festes m:

1
— X Wwp
WF

Die Prézessionsfrequenz sowie die reziproke Rotationsfrequenz des Rades sind fiir ver-
schiedene Gewichte in den Abbildungen [5] [6] sowie [7] aufgetragen. Dabei wurde als Ro-
tationsfrequenz der Mittelwert der vor bzw. nach dem Prézessionsvorgang gemessenen
Frequenzen benutzt. Mit linearer Regression kann nun die Proportionalitatskonstante
1 = wrwp bestimmt werden.

fi60 g = (14.10 + 0.40)
pigog = (20.52 + 1.62)
Hio0g = (2619 + 078)

Fiir die einzelnen Gewichte ergeben sich nun folgende Werte:
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Jreog = (111.9 £ 3.6) - 10~ * kgm?
Jrsog = (102.5 £ 8.2) - 10~ * kg m?
Jr100g = (100.4 £ 3.3) - 10~ * kg m?

4.4 Vergleich der Triagheitsmomente

Aus den oben bestimmten Trégheitsmomenten lasst sich nun ein gewichtetes Mittel
bilden.

Jp = (103.0 £ 1.7) - 10~ * kg m?

Die verschiedenen Zwischenergebnisse und der Mittelwert wurden in Abb. Blaufgetragen.

1.2 T T T T

1.15 4

1.05 £ s

-

Trigheitsmoment Jr [1072 kg m?

0.95 - | ]

Zwischenergebnisse ——+——
Gewichteter MW (£lo0) ——

0.9 . .

Geometrie Pendel 60g 80¢g 100 g
Prézession

Abbildung 3: Vergleich der berechneten Trigheitsmomente

4.5 Nutation

Zunichst wird die Nutationsfrequenz wy gegen die Rotationsfrequenz wr aufgetragen
(Abb.[)). Auch hier werden die Rotationsfrequenzen wie oben gemittelt. Es ist ein linea-
rer Zusammenhang ersichtlich, mit einer entsprechenden Regression erhélt man:

WN

N — (0.155 4 0.003)
Wp
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Abbildung 4: Zusammenhang zwischen Rotationsfrequenz und Nutationsfrequenz

Mit dem geschéitzten Durchmesser d des Kreises, auf dem sich die Stangenspitze rotiert,
kann nun der Offnungswinkel des Nutationskegels bestimmt werden:

6 = arcsin 4 (8£8)°.
217

Zusammen mit der Formel kann man jetzt auch den theoretischen Wert berechnen:

WN JF
= —— = (0.168 £ 0.008).
or =~ cosl0) 7, (0.168 = 0.008)

Dabei wurden fiir die Fehlerabschédtzung benutzt:

5 Diskussion

Beim Trégheitsmoment fillt auf (Siehe Abb. , dass die Messung der Prézession fiir ein
Zusatzgewicht von 60 g deutlich (8.7%) vom Mittelwert abweicht. Da die Regression je-
doch einen sehr guten linearen Zusammenhang mit y,eq = 0.3 zeigt, scheint die Messung
der Frequenzen jedoch nicht die Ursache gewesen zu sein. Da der Fehler beim kleins-
ten Gewicht auftrat, ist vielleicht das Drehmoment durch Reibung an der Aufthingung
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signifikant reduziert worden. Auch war bei der ersten Messreihe das Zusammenspiel zwi-
schen den Experimentatoren noch nicht so eingeiibt. Mit einer effektiven Masse von 55 g
gerechnet entspricht das Trégheitsmoment sehr genau den iibrigen erhaltenen Werten.

Ansonsten sind die Ergebnisse sehr zufriedenstellend.

Beim Tragheitsmoment senkrecht zur Figurenachse J; wurden sehr viele unterschiedli-
che Léangen gemessen. Auch konnte die Masse des Stabes nicht direkt bestimmt werden,
da der Stab sich nicht aus dem Kreisel entfernen léasst. Stattdessen wurde ein sehr &hnli-
cher Stab, der Teil des gleichen Experiments ist, gewogen, und die Masse dann aus dem
Verhiltnis der Langen geschétzt.

Wie erwartet weicht also die Vorhersage der Nutationsfrequenz mit 8.6% deutlich von
der gemessenen Frequenz ab. Eine qualitative Aussage ist aber ganz deutlich (Vergleiche
Abb. {4)) zu sehen.
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A Tabellen und Grafiken
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Abbildung 5: Zusammenhang von Prézessionsfrequenz und Rotationsfrequenz fiir 60 g

Zusatzgewicht
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JScheibe = MRad <121(23 + Zr%{ad + (ls + 216) >
2
2 1, 15, 1 2 1 2
T Jseheibe — Els + 1" Rad + | s+ 516 Ompaa | T 5" RadMRadOrgaq
1 1 2 1 2
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Anhang 1: Formeln zur Berechnung des Trégheitsmoments

13
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Abbildung 6: Zusammenhang von Prézessionsfrequenz und Rotationsfrequenz fiir 80 g

Zusatzgewicht
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Abbildung 7: Zusammenhang von Préazessionsfrequenz und Rotationsfrequenz fiir 100 g
Zusatzgewicht
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