4 Kreiselprizession

Aufgabe dieses Versuches ist die Vermittlung der Bewegungsgleichungen starrer rotierender Kor-
per. Insbesondere die Prizession eines Kreisels soll im Rahmen dieses Versuches gemessen wer-
den. Interessante Anwendungen ergeben sich in der Himmelsmechanik, so zum Beispiel in der
Aquinoktien-Priizession der Erdachse oder dem Saros-Zyklus von Sonnen-und Mondfinsternis-
sen.

4.1 Stichworte

Kreisel, Prizession der Drehimpulsachse des Kreisels, Nutation, Drehmoment, Drehimpuls, Win-
kelgeschwindigkeit, Tragheitsmoment, Physikalisches Pendel.

4.2 Literatur

Gerthsen, S.791f.; BS-1, S.205ff; H. Goldstein, Klassische Mechanik, S.173ff. [27]; Dem-1.

4.3 Zubehor

Der Versuch mit Zubehor ist in Bild 4.1 dargestellt.

Bild 4.1: Der Versuch »Kreisel« mit Zubehor:
Kreisel (gelagertes Rad mit Ausgleichsge-
wicht), Zusatzgewichte, Antriebsschnur, 1
Stoppuhr, 1 Lichtschranke mit Stoppuhr, Zu-
satzrad.
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4.4 Grundlagen

44.1 Theorie

Als Kreisel bezeichnet man einen sich drehenden Korper, welcher nur an einem Punkt mit volli-
ger Drehfreiheit festgehalten wird. Er besitzt also 3 Freiheitsgrade der Rotation, welche gew6hn-
lich in Form der Eulerschen Winkel beschrieben werden. Die Bewegung eines starren rotierenden
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Korpers wird durch die Eulersche Kreiselgleichung beschrieben:
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Bild 4.2: Kreisel schematisch: (Links) Festlegung der drei Kreiselachsen; (Rechts) Die drei Kegelflachen
der Achsenbewegung.

Gegeniiber der herkommlichen Bewegungsgleichung der Rotation wird in diesem Fall der
Transformation vom korpereigenen Bezugssystem in das raumfeste Bezugsystem Rechnung ge-
tragen. Der zusitzlich auftretende Term wird oft Coriolis-Term genannt. Dieser trégt Verdnderun-
gen im Bezug auf die Drehachse des Systems Rechnung. Ein Beispiel sind rotierende Luftmassen
in Tief- und Hochdruckgebieten.

Man unterscheidet drei verschiedene Bewegungsachsen eines Kreisels: Zum einen dreht sich
der Kreisel um seine Figurenachse, zumeist einer Symmetrie- und Haupttrigheitsachse des Kor-
pers. Wirken nun Stde auf den Korper ein, so verbleibt die Figurenachse nicht raumfest, sondern
vollfiihrt eine Bewegung auf dem Mantel des so genannten Nutationskegels. Dementsprechend
ist die Figurenachse nicht mehr identisch mit der momentanen Drehachse des Kreisels. Diese
bewegt sich ebenfalls auf einem Kegel, dem so genannten Rastpolkegel, um die raumfeste Im-
pulsachse. Letztere ist auch Mittelachse des Nutationskegels. Rollt die Figurenache nun auf dem
Nutationskegel ab, kann dies durch ein Abrollen eines Kegels um die Figurenachse, dem so ge-
nannten Gangpolkegel, auf dem Rastpolkegel interpretiert werden.

Wird nun ein Drehmoment 7' senkrecht zur Drehimpulsachse auf den Kreisel ausgeiibt, so
kann dieses nur die Richtung des Drehimpulses L dndern, nicht aber den Betrag des Drehim-
pulses. Das Ergebnis dieses Drehmomentes ist daher eine Prdzessionsbewegung der Drehimpul-
sachse zu einer Achse senkrecht zum Drehmoment.

T=apxL 4.2)
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Somit folgt fiir den Betrag der Prizessionsgeschwindigkeit wp

T
" L-sin®

44.2 Versuchsaufbau

(4.3)

Den Kreisel stellt in diesem Fall ein Rad dar, welches auf einer Achse am Schwerpunkt von
Rad und Achse aufgehingt ist. Am Ende der dem Rad abgewandten Seite kann durch Zusatzge-
wichte ein Drehmoment auf den Kreisel ausgeiibt werden, welche den Kreisel auf der Drehachse
prizedieren lassen.

Wichtig: Der Kreisel muss vorsichtig von Hand in die Prizessionbewegung eingefiihrt werden,
um eine zu starke Nutation der Figurenachse zu verhindern.

e

e

e % Bild 4.3: Versuchsskizze des Kreisels

A

und eine schematische Darstellung
der Vektoren von Drehimpuls, Dreh-
moment und Pridzessionsgeschwin-
digkeit.
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4.5 Fragen

1. Berechnen Sie bitte fiir diese Anordnung die Formel fiir die Prizessionsgeschwindigkeit
wp aus der Drehfrequenz des Rades, dem Trigheitsmoment um die Figurenachse und dem
Drehmoment des Zusatzgewichtes. Warum fillt der Neigungswinkel 6 zwischen Figuren-
achse und Prizessionsachse aus der Formel heraus?

2. Leiten Sie bitte anhand der Zeichnung in Bild 4.3 die Formel fiir die Prizessionsgeschwin-
digkeit her.

3. Wenn Sie sich auf einem rotierenden Korper bewegen, wirken weitere Krifte. Beschreiben
und quantifizieren Sie die CORIOLIS-Kraft. Welche Auswirkungen hat das auf der Erde und
welche wichtigen Effekte beruhen auf der Coriolis-Kraft?

4.6 Weiterfiihrendes

1. Schauen Sie sich bitte die Herleitung der Eulerschen Gleichungen aus den herkdmmlichen
Bewegungsgleichungen an (z.B. H. Goldstein S. 173ff. [27]).

2. Aquinoktien-Priizession (Fiir Interessierte): Der prominenteste Kreisel ist die Erde. Ihre Fi-
gurenachse (Polachse) ist um 23,4° zur Senkrechten der Ekliptik geneigt. Die Erde ist keine
perfekte Kugel, sondern an den Polen leicht abgeplattet (/; # I3). Somit konnen Sonne und
Mond Drehmomente auf diesen Kreisel ausiiben. Wieso eigentlich? Welcher Einfluss ist
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stiarker? Womit kann dieses Drehmoment verglichen werden? Die Erdachse pridzessiert mit
einer Periode von 25 800 a (sog. PLATONisches Jahr) um die Senkrechte zur Ekliptik. Das
Drehmoment auf die Erdachse ldsst sich (in erster Ndherung) folgendermafen ausdriicken:

T — %y(h—h)sin (2 (%—6)) [%H%L] (4.4)
S

Mond und Sonne kénnen als iiber ihre Bahn verschmiert angesehen werden, die Erde wird
vereinfacht als Kugel mit Giirtel am Aquator dargestellt. Man entwickle nach Potenzen von
%. Berechnen Sie hieraus den Deformationsparameter 3 der Erde

L5

B=—1

(4.5)

und vergleichen Sie diesen mit dem Literaturwert (§ = 0,003 27). Welche Fehlerquellen hat
diese Berechnung? Woher riihrt der Name dieser Préizession?

Tabelle 4.1: Astronomie: Benotigte Werte der Massen und Entfernungen.

Masse Abstand

Sonnenmasse: Mg 2 X 1030kg Erde-Sonne: Rg 1.5 10! m
Mondmasse: My, 7.4x10*? kg  Erde-Mond: Ry 3.8x 108 m

Die Rotationsgeschwindigkeit der Erde war im Laufe der Jahrtausende nicht konstant, son-
dern es gibt leichte Abweichungen. Welche Ursache konnten diese Schwankungen haben?
Wie kann man diese Schwankungen (ansatzweise) experimentell bestimmen?

Durchfiihrung

Der Kreisel (das Rad) ist einzuspannen und mit Hilfe des Zusatzgewichtes (in Gewindeloch
eindrehen) als physikalisches Pendel zu gestalten. Die Schwingungsdauer ist iiber 10 Peri-
oden mehrfach mit einer Stoppuhr zu messen (mindestens 3 Messungen). Wiederholen Sie
diese Messung an der diametral gegeniiberliegenden Stelle.

. Notieren Sie die Masse des Zusatzgewichts.

. Die Einspannung wird entfernt. Das Rad ist ohne zusitzliche Gewichte durch Verschieben

des Ausgleichsgewichtes auf horizontale Gleichgewichtslage zu justieren. Messen Sie den
Abstand des Ausgleichgewichtes vom Unterstiitzungspunkt und notieren Sie seine Masse.
Am duBeren Rand des Rades wird ein ca. 1-2 cm rausragender Papierstreifen fiir die Licht-
schranke angebracht. Machen Sie sich mit den Einstellungen und der Wirkungsweise der
Lichtschranke vertraut. Messen Sie den Abstand der Kerbe fiir das Zusatzgewicht von der
Drechachse.

1 Wer besonders genau sein will, kann auch die Analysewaagen beim Versuch »Dia- und Paramagnetismus« zur
nochmaligen Messung verwenden.
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4.8

Der Kreisel wird mit der Aufzugsschnur in schnelle Rotation versetzt. Mit der Lichtschran-
ke messen Sie die Rotationsperiode 7 (und damit die Drehgeschwindigkeit wg) des Rades.
Hingen Sie ein Zusatzgewicht m; (10-60 g) an die freie Achse des Kreisels und messen
dann die Pridzessionsfrequenz wp durch Messen eines halben Umlaufs mit der Stoppuhr
(1/2Tp).> Hingen Sie das Zusatzgewicht ab und messen Sie erneut die Rotationsperiode des
Rades Tr. Das Rad sollte langsamer geworden sein. Hingen Sie wieder das gleiche Gewicht
an und messen die Prizession. Wiederholen Sie dies viermal. Es ist wichtig, dass das Rad
ungestort weiterlduft und dass Sie diese Messung aufgrund der Reibung ziigig durchfiihren.

Wiederholen Sie den vorherigen Punkt fiir 2 weitere unterschiedliche Gewichte.

Der Kreisel wird mit der Aufzugsschnur in schnelle Rotation versetzt. Mit der Lichtschran-
ke messen Sie die Rotationsperiode 7 (Drehgeschwindigkeit wg) des Rades. Geben Sie
der Achse einen kréftigen Stofl und messen Sie die Nutationsperiode 7y mit der Stopp-
uhr. Danach messen Sie wieder die Rotationsperiode gefolgt von einem erneuten Stof3 zur
Nutation. Dies drei mal wiederholen.

Notieren Sie alle benétigten Daten (Rad, Gewichte, Abstdnde, usw.).

Angaben

Einige Angaben sind am Versuchsplatz ausgelegt. Bitte notieren.

4.9

1.

4.10

Auswertung

Berechnen Sie aus den Angaben das Triagheitsmoment des Rades um die horizontale Achse
und um die vertikale Achse.

Man berechne das Triagheitsmoment des Kreisels aus Messung 1 und 2. (Siehe auch Ver-
such 3 »Trigheitsmomente«.)

Fiir die Messungen 4 und 5 tragen Sie die Prizessionsfrequenz wp gegen die reziproke
Rotationsfrequenz wg auf. Fiir wg kann mit dem Mittelwert vor und nach der Prizession
gerechnet werden. Fiir jedes Gewicht berechnen Sie daraus bitte das Trigheitsmoment des
Rades.

Vergleichen Sie die Ergebnisse fiir das Tragheitsmoment.

Fiir Messung 6 tragen Sie die Nutationsfrequenz wy gegen die jeweilige Rotationsfrequenz
op auf. Es zeigt sich ein linearer Zusammenhang. Konnen Sie die sich ergebende Konstante
auf Eigenschaften des Kreisels zuritickfithren?

Bemerkungen

Beim Anwerfen des Kreisels ist die Achse festzuhalten oder einzuspannen. Der Kreisel ist vor-
sichtig mit der Hand in die Prizessionsbewegung einzufiihren.

2 Die Einspannstange kann hierzu gut als Anhaltspunkt dienen.



