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4 2 THEORIE

1 Einleitung

Ziel des Versuches ist es, durch Messungen am ruhenden und rotierenden Kreisel sei-
ne charakteristischen Bewegungen nachzuvollziechen und die Gesetzméfigkeiten zu
bestétigen, die die Kreiselbewegung festlegen. Es werden hierbei die Eigenschaften
der Prazessions- und Nutationsbewegung ausgemessen und die dariiber bestimm-
ten Trigheitsmomente mit den aus den geometrischen Daten errechneten Werten
verglichen.

2 Theorie

Unter einem Kreisel versteht man einen beliebigen rotierenden starren Kérper. Da
die allgemeine Beschreibung solcher Korper recht aufwendig sein kann, beschrénkt
sich der Theorieteil auf sogenannte symmetrische Kreisel, zu denen auch der Ver-
suchskreisel zdhlt. Sie besitzen eine Symmetrieachse, die Figurenachse, um die die
Rotation durchgefithrt wird. Der Kreisel wird dabei an Translationsbewegungen
gehindert, indem er im Schwerpunkt oder in einem anderen Punkt auf der Figuren-
achse festgehalten wird.

2.1 Kriaftefreie Kreisel

Ein Kreisel heifit krdftefrei, wenn alle auf den Kreisel wirkenden dufleren Drehmo-
mente sich zu Null addieren. Um den Kreisel anfangs in Drehung zu versetzen,
benétigt man ein kurzzeitig von auflen angreifendes Drehmoment. Stimmt die Rich-
tung hiervon mit der Richtung der Figurenachse iiberein, beginnt der Kreisel, um
diese Achse zu rotieren und behalt die Drehung bei, bis d&uflere Krifte (z.B. Reibung,
Schwerkraft, etc) ihn beeintréchtigen.

2.2 Nutation

Fallen die Richtung von Figurenachse und anfinglichem Drehmoment nicht zu-
sammen oder wirkt zwischenzeitlich ein weiteres Drehmoment auf den Kreisel, be-
schreibt die Figurenachse wihrend der Drehung einen Kegelmantel (siehe Abb. .
Die Spitze des Kegels liegt im Unterstiitzungspunkt. In diesem Fall nennt man
die Richtung der Winkelgeschwindigkeit w(t) die momentane Drehachse. Gewichtet
man die parallel zur Figurenachse (w) und senkrecht auf ihr stehende (w,) Kom-
ponente der Winkelgeschwindigkeit mit den zugehorigen Haupttragheitsmomenten
Ij und I, so erhilt man den Gesamtdrehimpuls [T, 20-8] (siehe auch Abb. :

L:L”JrLL:I“wHwLILwL (1)

Dieser definiert dann eine im Raum feste Achse, um die die Figurenachse und die
momentane Drehachse jeweils Kegelméntel verschiedener Offnungswinkel beschrei-
ben. Den Kegel der Figurenachse nennt man Nutationskegel, den der momentanten
Drehachse Rastpolkegel. Entsprechend wird die Rotation der Figurenachse um die
Drehimpulsachse als Nutation bezeichnet.

Wegen |L| = |Ly|(cos)~! = |L|(sing)~" gilt fiir die Winkelgeschwindigkeit der

Nutation wy bei einem Offungswinkel des Nutationskegels von ¢ [4]:

wi Iy
wN|l=—= — —— 2
[wn sing I cose (2)
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2.3 Prazession

Wirkt ab dem Zeitpunkt ¢y ein konstantes Drehmoment D in Bezug auf den Un-
terstiitzungspunkt auf den Kreisel, so dndert sich der Drehimpuls L mit der Zeit ¢
und es gilt [3]:

dL
D:E:wPXLO (3)

L bezeichnet hier den Drehimpuls bei ¢t = ¢y und wp die Winkelgeschwindigkeit,
mit der sich der Drehimpuls um die das Drehmoment erzeugende Kraft F' dreht.

Impulsachse

L |

Drehachse

Figurenachse
Wi L

Abbildung 1: Die verschiedenen Achsen der Kreiselbewegung, verdndert nach [2].

Diese Drehung bezeichnet man als Prdzession. Betragsmafig folgt also, wenn a den
Winkel zwischen Kraft- und Impulsachse bezeichnet:

|D| = |L||wp|sina = Iw |wp|sin a, (4)
D x F - | F| si - | F

Lp_ DL rx Pl plFlsne flF
|wplwsina  |wp|wsina |wp|wsin a |wp|w

mit |L| = Tw, wobei I das Triagheitsmoment des Kreisels um seine Figurenachse und
w der Betrag seiner Winkelgeschwindigkeit ist. Natiirlich gilt [T, 20-6]: |L| = |Lo.

2.4 Versuchsspezifische Details

In diesem Versuch betrachten wir einen Kreisel mit einer horizontalen Dreh- und
Figurenachse. Er besteht aus einem mittig unterstiitzten Stab, an dessen einem
Ende sich ein Rad befindet, dessen Masse durch ein zylindrisches Gewicht auf der
gegeniiberliegenden Seite ausgeglichen wird (siehe Abb. . Die gesamte Anordnung
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Figurenachse

A

momentane
Drehachse

Impulsachse

Rastpolkegel —

— Nutationskegel

Gangpolkegel —

Abbildung 2: Kegelméntel der Achsenbewegungen beim Kreisel nach [2].

ist folglich zylindersymmetrisch um die Achse des Stabes. Fir die Tréagheitsmomente
eines Vollzylinders mit Masse m und Radius r durch seine Figuren- und eine dazu
orthogonale Achse gilt [II, 19-7]:

1

IH = erz (6)
1 1

I, = ZmTQ + Ele (7)

wobei [ die Lange des Zylinders bezeichnet.

Das Tragheitsmoment der gesamten Anordnung bei Drehung um die Figurenachse
ergibt sich aus der Addition der einzelnen Trigheitsmomente, wobei die Indizes wie
folgt zu verstehen sind: Rad ~ r, Stab ~ s, Gewicht ~ g. Ordnet man den Objekten
noch die Massen m; zu, so ergibt sich:

Tges,| = o + Is + I (8)
1 1 1
= Emrrrz + imsrf + §mgr§ 9)

Haben die Bestandteile die Langen [; und die Abstdnde vom Unterstiitzungspunkt
a;j, so folgt fir eine vertikale Achse durch den Unterstiitzungspunkt mit Hilfe des
STEINERschen Satzes [3]:

Tges,n = (Ir 1 + myal) + (I, 1 +mgal) + (Lg,1 + mgaé) (10)
Lo, 1o o Lo, 1o o Lo 1o o
=My <4rr +Elr +ar> + mg <4rs +Els +ag | +mg ng—l—ﬁlg—l—ag

(11)

Es bezeichnen die m; die jeweiligen Massen, die [; die Langen und die a; die Abstédnde
von der Drehachse.
Wird nun auf der Seite des Ausgleichgewichts ein zusétzliches Gewicht der Masse



m, am Stab befestigt, so bewirkt die Schwerkraft Fg ein Drehmoment D:

D=Fgxa,=m,g X a, (12)
= |D|=gm,a, sina (13)
Hier bezeichnet a, den Vektor vom Unterstiitzungspunkt zum Anhédngepunkt des

Gewichtes und o den Winkel zwischen F' und a,.

3 Durchfiihrung

Rad

Ausgleichs- ( Fixierung

gewicht \

N

Klebestreifen

Zusatz-
gewicht

/

&

Lichtschranke ‘\ Pendelgewicht

Abbildung 3: Der Versuchsaufbau nach [2].

Nach der Messung der im Messprotokoll (siehe Anhang) gekennzeichneten Gro-
Ben wird zunédchst das Kreiselrad mit Hilfe der Fixierung eingehéngt und das Zu-
satzgewicht, dessen Masse zu notieren ist, in das am Rad befindliche Gewinde
geschraubt. Es wird dann mit einer Stoppuhr die Schwingungsdauer des so ent-
standenen Pendels iiber 10 Perioden bestimmt. Diese Messung wird auch mit dem
Zusatzgewicht an der gegeniiberliegenden Seite des Rades durchgefiihrt.
Anschlieflend wird ein Papierstreifen am Rad angebracht (siehe Abb. . Nach dem
Entfernen der Fixierung wird der Kreisel durch Verschiebung des Ausgleichsgewichts
in eine stabile waagerechte Lage gebracht. Hier ist auf eine feste Einspannung des
Gewichtes zu achten, da sonst durch ungewollte Verschiebung ein dauerhaftes Dreh-
moment auf die Kreiselachse wirken kénnte.

Mit Hilfe der Aufzugsschnur wird das Rad jetzt auf eine hohe Winkelgeschwin-
digkeit gebracht und es wird per Lichtschranke die Periodendauer der Rotation Tx
gemessen. Dann wird vorsichtig ein Zusatzgewicht an die Achse des Kreisels auf
gegeniiberliegender Seite des Rades gehdngt. Gleichzeitig wird eine Stoppuhr gest-
artet, um die Dauer eines halben Umlaufs um die Préizessionsachse %Tp 71 messen.
Nach diesem halben Umlauf wird das Zusatzgewicht wieder vorsichtig entfernt und
gleichzeitig die Stoppuhr gestoppt. Wie oben wird nun wieder die Periodendauer der
Rotation bestimmt. Das eben entfernte Gewicht wird dann erneut angebracht und
ein weiteres Mal die Dauer eines halben Umlaufs bestimmt. Diese Prozedur wird
mit insgesamt drei unterschiedlichen Gewichten (hier 60g, 80¢g, 100g) je viermal
durchgefiihrt.
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Abbildung 4: Wichtige Groflen der Prizessionsbewegung, verdndert nach [2].

Nun wird der Kreisel wieder aufgezogen, die Rotationsperiode bestimmt und an-
schliefend der Achse ein kraftiger Stofl versetzt, sodass eine Nutation einsetzt. Die
Schwingungsdauer dieser Nutation wird dann tiber 10 Perioden gemessen. Aufler-
dem wird zur genaueren Fehlerabschétzung der Durchmesser des Nutationskegels
geschétzt. Nachdem die Nutation abgeklungen ist, wird erneut die Rotationsperi-
ode bestimmt, um nach einem weiteren Stof3 wiederum die Schwingungsdauer der
Nutation zu messen. Die Messung wird insgesamt viermal wiederholt.

4 Auswertung

4.1 Tragheitsmomente aus der Geometrie

Zunichst werden aus Gleichung[6lund[7]die Trigheitmomente des Kreisels aus seiner
Geometrie bestimmt:

Ij = (9.93 +0.04) - 10~ * kg m?
I, = (59.50+1.01) - 103 kgm?

Der Fehler ergibt sich aus den angenommenen Fehlern der Gewichte ogew. = 0.5g
und der gemessenen Langen:

1 2
on = (irgamr> + (mrrrarr)2
_ ((omi, 2+ 1 2+ 1 l 2+ 1 ?
o1, ; = m; 1., 20}71’/7117’1 601,1m1 i 2Ua,1m1a1

Insgesamt gilt dann fiir den Fehler des Tragheitsmoments bei zur Achse orthogona-
lem Drehimpuls:

— 2 2 2
O’IJ- - \/UIL,r + O-IJ_,S + UIJ.,g
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4.2 Tragheitsmoment aus der Pendelbewegung

AnschlieBend wird zur wiederholten Berechnung des Trigheitsmoments I mittels
Iyes = 7osT2gzm — m2? (siehe Versuch 3: ,Das Trigheitsmoment®) die Perioden-
dauer per arithmetischer Mittelung aus den Messwerten bestimmt. In der Formel
bezeichnet T' die Periodendauer, g die Gravitationskonstante, z den Abstand von
der Drehachse und m die Masse des Zusatzgewichtes. Es ergibt sich dann:

I = (9.21£0.24) - 10 kg m?

2 2 2 2 2
_ gT'mgry T 917x or, T2gmg
or = \/(OT27r2> + (Zﬂ — O, T2 + iz Or 2MgTy

4.3 Triagheitsmomente aus der Prazessionsbewegung

Nun wird das Tragheitsmoment Ij erneut aus den Messungen zur Prézession be-
stimmt. Hierfiir werden die gemessenen Werte fiir die Prézessionsfrequenz gegen
die inverse Rotationsfrequenz aufgetragen und durch lineare Regressiorﬂ der Fak-
tor |wp|wr bestimmt. Fir die jeweilige Rotationsfrequenz werden hier die Werte
vor und nach der Messung gemittelt. Mit Hilfe von Formel [5| kénnen nun drei Werte
fiir das Tragheitsmoment um die Figurenachse bestimmt werden:

Ij 1 = (10.99 £0.35) - 10~° kg m?

I = (10.07£0.81) - 10 * kgm®

I3 =(9.86+0.32) - 10 ° kgm’
= I} = (10.35£0.23) - 10~° kg m”

2 2 2
op, = Oa,gm + Omazg + Owrwp gMay,
! WRWP WRWP (wrwp)?
4.4 Messung der Nutation

Nach dem graphischen Auftragen der Nutationsfrequenz gegen die Rotationsfre-
quenz und einer linearen Regressionﬂ kann die so erhaltene Steigung mit wy/wgr
identifiziert werden. Die Rotationsfrequenz wird wie gehabt aus den jeweiligen Mes-
sungen vor und nach der Nutationsmessung gemittelt. Es ergibt sich:

N 0.145 +0.017
WR

Dieser Faktor stimmt wegen Gleichung [2| theoretisch mit dem Wert fiir/) /(11 cos ¢)
iiberein:
1
L ®N 0,169 £ 0.007
I, cosp wgr
Mit einem abgeschiatzten Durchmesser des Nutationskegels d = 6.0cm und der
Entfernung vom Unterstiitzungspunkt zur Spitze der Stange am Ende des Rades a

lvia gnuplot, X?ed 1 = 0.30, X?ed 5 =1.03, X?ed 3 = 0.21, siehe Abb. @ und
2via gnuplot, x2,; = 0.38, siche Abb.

e
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wurde der Winkel ¢ bestimmt durch:
= aurctani = (8.0 £2.0)°
w= 5g — (& .

2
(0ad/a)” + o2
da — d?

1 2 2
U%:W\/(IHO—IL/IL) +(I‘|tan(ga)0¢) +U%H

5 Diskussion

Beim Vergleich der ermittelten Trigheitsmomente (sieche Tabelle [1)) ist zu sehen,
dass der mit einem Gewicht von 60g aus der Prézession ermittelte Wert stark von
den anderen abweicht. Auch das Fehlerintervall ist zu gering, um dies auszuglei-
chen. Ein Grund hierfiir kbnnte die Ungeiibtheit der Experimentatoren sein. Beim
Einhéngen des Gewichtes konnte es daher zu nicht zu vernachléssigenden Verlan-
gerungen oder Verkiirzungen der Periodendauer oder zu ungewollter Nutation des
Kreisels gekommen sein. Dagegen spricht jedoch die Tatsache, dass die lineare Re-
gression mit Xfed,l = 0.30 recht gut ist. Da die Regression aber fiir eine affine
Gerade ausgefiihrt wurde, erhélt man auch einen theoretisch verschwindenden Ach-
senabschnitt b; = 0.05. Dieser ist fast doppelt so grol wie der bei den anderen
Regressionen (by = 0.03, b3 ~ —0.003). Diese Beobachtung wird auch unterstiitzt
durch die Tatsache, dass beim kleinsten Gewicht durch systematische Fehler die
relative Abweichung am grofiten ist. Solche Fehler kénnten zum Beispiel durch die
oben genannten Ursachen oder Reibung im Versuchsaufbau auftreten.

Weiterhin féllt auf, dass der ermittelte Fehler bei der theoretischen Bestimmung
des Tragheitsmoments durch die Figurenachse sehr klein ist. Dies ist moglicherwei-
se auf eine zu starke Idealisierung des Kreiselkdrpers zuriickzufithren. Betrachtet
man zum Beispiel die Geometrie des drehenden Koérpers, ist zu bemerken, dass
dieser keine einfache Zylinderscheibe darstellt, wie angenommen. Die Aufzugsvor-
richtung, die Gewindelécher und der an der Aufhédngung ausgesparte Teil wurden
bei der Betrachtung vernachlassigt und man kann erwarten, dass das Fehlerintervall
ohne diese Vernachléssigung weitere Ergebnisse des Versuchs beinhalten wiirde.

Im Gegensatz hierzu weist das Trégheitsmoment durch die zur Figurenachse
senkrechten Achse einen recht groflen Fehler auf. Dieser setzt sich vor allem aus
zwei Faktoren zusammen. Zunéchst ist zur Bestimmung der Lénge des Stabes die
Messung von insgesamt sieben Léngen notwendig, teilweise mit groffen Ungenauig-
keiten, da das verwendete Lineal etwa bei Messung von [5 in einem Abstand von
ungefdhr 3 cm vom Stab gehalten wurde. Auflerdem war eine Messung des Gewichts
des Stabes nicht moglich, da dieser fest im Versuchsaufbau eingebaut ist. Stattdes-
sen wurde die Masse des im Durchmesser gleichen und etwa halb so langen Stabes
der Achsenfixierung gemessen. Diese Naherungen fithren erwartungsgeméf zu recht
ungenauen Ergebnissen, deren Fehler sich dann im Trigheitsmoment fortsetzen.

Entsprechend dieser Ungenauigkeit weicht auch die gemessene Nutationsfre-
quenz recht stark von der theoretisch vorhergesagten ab. Der erwartete lineare
Zusammenhang zwischen Nutations- und Rotationsfrequenz ist trotzdem eindeu-
tig erkennbar.
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A Tabellen und Grafiken

Gemessene Grofle 1 I

Prézession Pendelschwingung

AT Geom (%] | 10.7 [ 1.4 | 0.7 | 4.2 7.3

Tabelle 1: Relative Abweichungen der ermittelten Tragheitsmomente vom aus der
Geometrie ermittelten Wert

0.5 T T T T T T
Messdaten ——+—
Lineare Regression
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Reziproke Rotationsfrequenz 1/wg 8]

Abbildung 5: Graphische Auftragung der Messdaten fiir die Prazession, m = 60 g
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Abbildung 6: Graphische Auftragung der Messdaten fiir die Prazession, m = 80 g
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Abbildung 7: Graphische Auftragung der Messdaten fiir die Prézession, m = 100 g
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Abbildung 8: Graphische Auftragung der Messdaten fiir die Nutation
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